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1 Introduction

On considére un écoulement axisymétrique non-relativiste en régime perma-
nent (bien que nous obtiendrons les équations dans le cas général) en présence
d’un objet central de masse M. On choisit de se placer en coordonées cylin-
driques (r, 0, z), Uobjet central étant situé a lorigine, et ’axe z étant axe de
rotation.

On appelle plan poloidal le plan (7, z). La direction 0 est dite azimutale. Du
fait de I'axisymétrie, les fonctions ne dépendent pas de 6 et en général Jy = 0.

Les quantités associées aux ions seront dénotées par un indice + tandis que
celles associées aux électrons auront un signe —.

On définit les différentes quantités suivantes : la masse m;, la quantité de
particules n;, la charge portée ¢;, la vitesse v; (avec ¢ = £). Si on considere
un plasma quasi-neutre composé d’ions positifs et d’électrons, on a les relations
suivantes :

n_~ng~n (1.1a)
m_ <€ my (1.1b)

On peut alors définir plusieurs propriétés du fluide :
— masse volumique :

p=nygmy+n_m_ nymy (1.2)

— vitesse du centre de masse :

nymyvy +n_m_v_

v = A~ UL (1.3)
p
— densité de charge :
Pe = NGt +N_q- (1.4)
— densité de courant :
j=niqvi+n_qgv_=en(vy —v_) (1.5)

Les champs électrique et magnétique seront respectivement notés E et B.

Les quantités thermodynamiques par unité de masse seront notées par une
minuscule (par exemple h pour lenthalpie massique, e pour 1’énergie interne
massique. ..). On note p la pression et T' la température.



2 Equations de la MHD

2.1 Equations électromagnétiques
2.1.1 Simplification des équations de Maxwell

Les équations de Maxwell régissent les évolutions des champs E et B :

VE =" (2.1a)
€o
OB
E=—— 2.1
Vx 5 (2.1b)
VB=0 (2.1c)
. 10FE
VXB*M(J]JFC*QE (2.1d)

L’ordre de grandeur du rapport F/B est donné par ’équation de Maxwell-Faraday
(2.1b) :

ou 7 et L représentent une durée et une longueur caractéristique. On obtient
donc une vitesse caractéristique des champs.

Comparons maintenant les ordres de grandeur des termes de 1’équation de
Maxwell-Ampeére (2.1d) :

10E
C2 ot —£ £_<U70>2<<1
IVxB| 72" B \c

ot l'on a utilisé lexpression de E/B.
Ainsi, le second terme de I’équation (2.1d) est négligeable et on obtient

Vx B = poj

ce qui revient a considérer que les champs sont toujours a 1’équilibre et qu’iln’y a
pas d’évolution temporelle de la densité de charge, et on déduit immédiatement
I’équation de conservation du courant

Vji=0 (2.2)

Les équations de Maxwell se réduisent donc a

VE=" (2.3a)
€0
0B
E=—— 2.3b
V x 5 (2.3b)
VB=0 (2.3c)
Vx B = ugj (2.3d)



2.1.2 Energie électromagnétique

L’équation de conservation de I’énergie électromagnétique s’écrit

ow
— +VII=—35-F
ot * J
ou W représente la densité d’énergie élerctromagnétique
50E2 32
W = —
2 + 2”0
et IT le vecteur de Poynting
ExB
H =
Ho
En effet, les équations de Maxwell (2.1) et la relation (A.16) donnent :
1 OF
j-E=—EVXxB—-¢gE—
o ot

1 1 0 o E?
—-—V(ExB)+ —BVXE — —
Ho ( ) o ot 2

2
,iv(ExB),iBaﬁ,ggoE

Lo po Ot Ot 2

1 0 B 1o} 80E2
=——V(ExB)— —— — —

Mo V( . ) 8152/10 ot 2

Le rapport des énergies électrique et magnétique donne

Ue E2 2
=02 %
Um BQ/,U'O 62

donc la contribution du champ électrique est négligeable.

2.1.3 Loi d’Ohm

Cette loi va nous permettre de relier le champ électrique au champ magné-
tique et a leurs sources. Pour ce faire, on va écrire I’équation du mouvement des
électrons, en considérant que ces derniers sont toujours a 1’équilibre, car leur
temps caractéristique d’évolution est tres inférieur a celui des champs et des

ions, et en négligeant le potentiel gravitationnel :

—Vp_—en_(E4+v_xB)+mynyv(vy —v_)=0

(2.7)

ou v représente la fréquence de collision ions—électrons. Un peu d’algebre donne :

0=—-Vp_—en_(E+v_xB)+mynyv(vy —v_)
0= —-Vp_ —en(E+v_xB)+minv(vy —v_)

en(E+wv_ xB):—Vp_—FEVj
e
en(E—i—'uxB):—Vp_—i-&uj—i—ij
e

myv

~1 1
Et+vxB=—Vp + ——j+—jxB
ne ne ne



car

v =(vy —v_)+vy R A
ne
On pose
myv
Nm = n; (28)
qui est la résistivité ohmique due aux collisions.
On obtient donc finalement I’équation
A -1
E+vxB=n,j+—jxB+—Vp_ (2.9)
ne ne

ol le premier terme correspond au terme de résistance ohmique (nulle dans le
cadre de la MHD idéale), le deuxieme est l'effet Hall et le dernier un terme de
champ di a la pression électronique. Dans le cas d’un plasma parfait et tres
ionisé, tous ces termes sont négligeables :

210

En injectant cette expression dans I’équation de Maxwell-Ampére (2.1b), on
obtient I’équation d’induction du champ magnétique

0B

2.2 Equations du fluide
2.2.1 Equation de continuité

Si on considére un volume V', alors la variation de la masse dm/dt est égale
a 'opposé du débit massique sortant, c’est a dire

d [ Op

—?{ pv dS
1%

d
/ V(pv) dV

v

en utilisant le théoreme d’Ostrogradski. On obtient finalement ’équation de
conservation locale de la masse :

op B
% +V(pv) =0 (2.12)

2.2.2 Forces et accélération convective

Le fluide est soumis a différentes forces :

— le gradient de pression : — Vp;

— la force de Lorentz volumique, qui est composée de deux termes :
— la force électrique

F.=(nyq+ +n_q_)E =p.E (2.13)



— la force magnétique
F, =(niqvy +n_gv_)xB=jxB (2.14)

qui correspond & la force de Laplace.
— la force gravitationnelle : —pV ® ou ® est le potentiel gravitationnel

GM
N

ou G est la constante de gravitation.

o =— (2.15)

2.2.3 Equation du mouvement

En utilisant l'expression (B.20) de la dérivée convective, I’équation de la
quantité de mouvement s’écrit alors

dv .

pE:prfqu)ereEJr]xB (2.16)

La force électrique peut étre négligée comme le milieu est quasi-neutre. De

plus, en remplacant j grace a ’équation de Maxwell-Ampére (2.3d), on obtient
I’équation simplifiée

dv

1
p—=—-Vp—pVd+ —(VxB)x B (2.17)
dt Ho

2.3 Equations thermodynamiques

La température est reliée a la pression grace a la loi des gaz parfaits
p=NkT = (ny +n_)kT

que 'on récrit
m

2.18
2n 2 p ( )

ou ky, est la constante de Boltzmann et en utilisant I’équation (1.2).
L’énergie interne massique d’un gaz possédant f degrés de libertés est

I kT
e=S—
2 m
ou encore .
e—fp__L.p (2.19)
2p ~v-1p
en définissant I’'index polytropique par
2
y=1+4+- (2.20)
f
L’enthalpie massique vaut
p Y P
h=e+=-=—— = 2.21
p v—1p (2.21)



Le premier principe de la thermodynamique permet d’écrire

1 dt
de+pd-=2=
P P
ou q représente les variations d’énergie par unité de temps. On obtient donc
I’équation
d 1 d1
P 4p ==t (2.22)
dt \vy—1p dtp p

qui se simplifie :

d 1 »p d1
dt\vy—1p dt p
1 (ldp_pdp) pdo_
y—1\pdt p2di p2dt

b (dp_ pdp) _
~—i\at Tpa) 1

p” <1dp P dp)

IR D IR

N1\ pdt ot
qui donne enfin
p? d p
R 2.23
oy ek (2.23)

Dans le cas adiabatique, cette équation se simplifie en

dp
— £ = 2.24
& 0 (2.24)

qui est connue comme la loi de laplace.
Sinon, on peut réarranger ’équation (2.23) en introduisant un index poly-
tropique effectif vers et en posant

Y= Ve 41
=—" pp —— 2.25
1= Qs (2.25)
ce qui donne
d p
qt s 0 (2.26)

On aurait aussi pu choisir d’utiliser I’enthalpie :

d( v p\_Lldp_4q
dt(v—l p) pdt  p (2.27)
2.4 Récapitulatif

Le probléme se compose de sept variables indépendantes : p, p, v et B, ce
dernier vecteur n’ayant que deux composantes indépendantes selon (2.3c).



Les équations du probleme en régime permanent sont :

V(pv) =0 (2.28a)
1
p(v~V)v:—Vp—pV<I>+H—(V><B)><B (2.28Db)
0
dp
— £ _ 2.2
T 0 (2.28¢)
Vx(vx B)=0 (2.28d)
VB=0 (2.28¢)

L’équation (2.28e) portant sur la divergence de V B n’importe pas d’infor-
mation sur la dynamique du systeme mais constitue une contrainte.

On pourra retrouver les autres grandeurs intéressantes : T, E, j grice aux
équations

E=-vxB (2.29a)

VxE=0 (2.29b)

poj = Vx B (2.29¢)

Vji=0 (2.29d)
my p

kT == £ 2.29¢

5, (2.29¢)

Les orientations des vecteurs sont résumés sur la figure 1 (certaines orienta-
tions seront prouvées dans les sections suivantes).
L’orientation de By est cohérente avec ’expression du vecteur de Poynting

1 1
II=—FExB,+—FEXx By
Ho Ho

Le premier terme est paralléle a 0 et correspond a de I’énergie qui reste dans
le systéme, tandis que le second membre est dans la direction de +wv, ce qui
correspond a de ’énergie qui quitte le systéme (emportée par la matiere).

z —

r

FIGURE 1 — Orientations des vecteurs (plan poloidal).
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3 Propriétés des vecteurs

Pour alléger les notations, nous utiliserons parfois la relation

Vo=

S|

(3.1)

grace a Pexpression du gradient en coordonnées cylindriques (A.11).
Dans toute cette section V' sera un vecteur quelconque répondant a la
symétrie du probléme.

3.1 Décomposition poloidale/azimutale

On choisit de décomposer chaque vecteur V' en une partie poloidale et une
partie azimutale :
V=V,+Vy (3.2)

avech:VTf‘+VzietV9:V99.
Dans ce cas, on a

PN

(Vx V;n) x 0 (3.3a)

=0
(VxVy)-06=0 (3.3b)
c’est a dire que Vx V,, est dans la direction de 0 (et donc orthogonal au plan

poloidal) et que, au contraire, Vx Vy appartient au plan poloidal et est donc
perpendiculaire a 6.

3.2 Partie poloidale des vecteurs a divergence nulle et
fonctions de flux

3.2.1 Définition

On considére que V est a divergence nulle, c’est a dire :
VvV =0 (3.4)

Dans ce cas, en utilisant I'expression de la divergence en coordonnées cylin-
driques (A.10) et en tenant compte de 'axisymétrie, on peut écrire :

VV=VV,=0
10(rV;) OV,
roor 0z

o(rV;) n (rVz)

or 0z

0

=0

Il existe donc une fonction f, que ’on appelera fonction de flux, telle que

L
r 0z
B__}ﬁ (3.5)
=T ror

11



que l'on peut récrire plus commodément sous la forme

r

Vp:fog:Vx<f0> (3.6)

en remarquant que

B ANE
Vp_r(@zr 82Z>—va><0

et en utilisant la formule (A.14), puisque 'on a Vx(8/r) = 0.
Finalement on adoptera 1’écriture allégée (3.1) :

]v,,zwxve:w(fve)\ (3.7)

3.2.2 Potentiel vecteur

La fonction de flux f est reliée au potentiel vecteur F' défini par
V=VxF (3.8)
car V est a divergence nulle. En effet, on a

Vmef"+(
0z

N>

OF, OF,\ , 10(rFy)
9z 8r)0+r or

Par identification, on trouve que

f=rky (3.9)

3.2.3 Lignes de champ

Nous allons chercher a montrer que les surfaces f = cste correspondent aux
lignes de champ, définies par

V,xdr=0 (3.10)

c’est a dire les surfaces tangentes en tout point au champ de vecteurs V.
Pour ce faire, écrivons la différentielle de f :
of of
df = —dr + —d
/ ar * 92"
= —rV,dr +rV,dz

A

=—r(V,xdr)-0

que 'on peut récrire dans un cas plus général

df = —r(V xdr) -0 (3.11)

comme (Vy x dr) -0 = 0. Ainsi, si V et dr sont paralléles, on a df = 0 d’oi
f = cste.

12



On obtient aussi une relation pour calculer f :
f—fo= —/T(V x dr) 6 (3.12)

Une autre maniere de parvenir a ce résultat est de montrer que V f et V'
sont orthogonaux en utilisant la définition de f (3.7) :

V.Vf=(VfxVO+gV0 -Vf=0

car VO 1 V f. Par définition du gradient, V f est orthogonal aux surfaces
f = cste, ce qui prouve le résultat.

Géométriquement, on peut imaginer que si I’on prend une ligne de courant
et qu’on lui fait faire une rotation autour de ’axe z, on obtient alors un tube
de champ dans lequel le flux est constant (car le champ magnétique ne peut pas
traverser les lignes de champ). De plus, en chaque point a r et z fixés, f doit
étre constant (axisymétrie). Ainsi, pour que le flux soit constant il faut que f
soit constant sur chaque ligne de courant. Ceci est tout a fait en accord avec la
relation (3.13) que l'on obtient dans la partie suivante.

3.2.4 Lien avec le flux

La fonction de flux f est reliée au flux du vecteur V', a travers une surface
S par la relation

1
f= %/Svp s (3.13)

En effet, on a :

/SVpdS:/SVx(fVG)dS
= fédrz/asfrde

as T
=2rf

3.3 Partie azimutale

On consideére la partie azimutale Vy d’un vecteur V', alors on peut écrire :

PN

Vo=Vs0=(rVp)
que 'on écrit
Vo=9gV§e (3.14)

avec

g=rVy (3.15)

Un vecteur a divergence nulle peut donc s’écrire

[V =VfxVi+gV0 (3.16)

13



3.4 Calcul du produit vectoriel d’'un vecteur par son ro-
tationnel

On fait 'hypothese que V est a divergence nulle et peut donc se décomposer
selon (3.16), ce qui permet d’écrire :

(Vx V) x V= (Vx(V, + Vo)) x (V) + Vi)
= (VxV,+VxVy) x(V,+ Vy)
=(VXxVy) X V,+(VxV,)xVi+(VxVy) x (V,+Vy)
| NS —

=0
=(VxV,) xV,+(VxVy) xVy+ (VxVy) xV,

ce qui donne la relation
(VXV) XV =(VxV,)xV,+(VxVy) xVo+(VxVy)xV, (3.17)
Les deux premiers membres appartiennent au plan poloidal, tant que le
dernier est dans la direction de 6.
3.4.1 Calcul des rotationnels

Commengons par calculer Vx V, :

VxV,=Vx(VfxVE)
=Vx <VTQf X (r2V¢9)>
=-—r’VoV (Vf)

2
en utilisant la relation (A.17) et en tenant compte du fait que
VA_ . VA p . VA

On définit 'opérateur

1 o (10f 0% f
k£ .2 — l L
A*f=r V(TQVf> U (T 8r>+8z2 (3.18)
ce qui permet de récrire ’équation
’VXV,}:—VG A*f\ (3.19)

qui est un vecteur azimutal.
De méme on calcule Vx Vy :

VxVy=Vx(g V0)
=gVxVO+VgxVe
——

=0
c’est a dire
[VxVy=Vgx V| (3.20)
qui correspond a un vecteur poloidal, d’ou finalement
VXV =—-V0 A*f+Vgx V0 (3.21)

14



3.4.2 Calcul des produits vectoriels
On a tout d’abord
(Vx V) xV,=(=VOA*f) x (VfxV0)
= —VfA*fIVOP+A*f(Vf- VOV
=0
1
a—Y VfA*f
r

et de méme

(Vx Vo) xVy=(VgxVO) xgV
= —gVglVOP+g(Vg-VOVE
=0

1
=-329Vy

ce qui donne les parties poloidales du produit vectoriel :

N 1 1
rp-(VxV)xV:—r—ZVfA*f—T—Qng (3.22)

Le terme azimutal est donné par
(Vx Vo) xV,=Vx(fVo) xV,
=(fVxVOV,+(VfxVE xV,
=0
= (Vp'Vf)VHf(Vp-VG)Vf
———

=0

d’ou apres simplification

6 - (VxV)xV=(V, - Vf)Ve (3.23)

En additionnant les trois termes précédents on obtient ’expression finale :

1 1
(VX V)XV =S VA f = 5 gVg+(V, V)V0 (3.24)

3.5 Récapitulatif

Soit V un vecteur a divergence nulle, alors nous avons les relations suivantes :

V=VfxV0+gVo (3.25a)
VxV ==V0 A f+Vgx V0 (3.25b)

1 1
(VXV)xV == VA [ = 5 gVg+(V,-V[)V0 (3.25¢)

15



4 Intégrales du mouvement

4.1 Quantités remarquables
4.1.1 Fonctions de flux : champ magnétique, courant électrique, vitesse

Les équations de Maxwell-flux (2.28¢), de conservation de la charge (2.29d)
et de continuité (2.28a) indiquent que trois vecteurs du probléeme sont & diver-
gence nulle : B, ppj et pv. On peut donc les décomposer en une partie poloidale
et une partie azimutale selon (3.16) :

po=VixVo+(¢Vo (4.1a)
B=VAxVO+FVH (4.1b)
o =VEXxVO+xVEO (4.1c)

ou ¥ est la fonction de courant, A la fonction de flux magnétique, F' la fonction
de flux de courant. F', { et x sont donc définies par

F =rBy (4.2a)
¢ =rpug (4.2b)
X = HoTJe (4.2¢)

Les fonctions ¢ et xy ne seront pratiquement pas utilisées par la suite. Il
convient de faire le remplacement V f — 1/p V ¢ lorsque 1’on souhaite travailler
avec la vitesse poloidale (et non avec le vecteur de flux massique) .

Le champ magnétique poloidal est

B,=VAxVH (4.3)

La présence de F dans les deux relations (4.1b) et (4.1c) est due au fait
que 07 et B sont reliés par I’équation de Maxwell-Ampére (2.29¢). L’équation
(3.3b) indique que la partie poloidale de ppj est Vx By, d’ot :

uojPZVXBgZVFXVQ

en utilisant la relation (3.20). F est donc relié au flux du courant électrique :

Ho .
F= o Sjp ds (4.4)
On remarquera enfin que F intervient dans les expressions du moment angulaire
(4.25d) et de I’énergie (4.25¢).

Les lignes A = cste correspondent donc aux lignes du champ magnétique,
tandis que les lignes 1) = cste et F' = cste correspondent respectivement aux
lignes de champ des vitesses et des courants électriques.

Finalement, l'orientation de V A montré sur la figure 1 est cohérente avec
Pexpression (3.13) : cette derniére montre que le flux de B croit lorsque A
augmente, ce qui revient a prendre un tube de courant plus large.

On s’attend & ce que A(r = 0) =0 car il n’y a aucun flux, et que

0A 0A

—— — 4.
5 >0 5, <0 (4.5)

car le flux croit avec r et diminue avec z.

1. Il n’est pas besoin de procéder a une manceuvre similaire pour vy comme on utilise sa
norme dans (, et non une expression alternative.

16



4.1.2 Potentiel électrique

L’équation de Maxwell-Faraday (2.29b) indique qu’il existe une fonction ¢,
appelée potentiel électrique, telle que

E=-V¢ (4.6)
L’équation d’induction (2.28d) couplée a la loi d’Ohm (2.29a) permet donc

d’écrire :
Vx(vx B)=—VxE=V¢

07)

Déterminons les composantes poloidale et azimutale de V ¢ :

d’out

Vo=vx B
:vprp+vpr9+v9pr+vg><B9
=0
=vg x B, +v, x By +v, x B
et alors :
V¢-9:vp x By, (4.8a)
ng-f-p:vngervprg (48b)

car v, X Bg =0 et vy x B, =0 n’ont pas de composantes selon 0.

4.2 Invariance du rapport des flux massique et magné-
tique
Du fait de 'axisymétrie du probleme, Fy = 0 car
Eg=V¢-0=0
d’ot, en utilisant I’équation (4.8) :

(v, x B,) -0 =0 (4.9)

donc v, et B, sont paralleles, et :

vprp:%(waVH)x(VAxVQ)

1

S : A— A-

p(va (vwxve))v ve(v (Vz/;xVé)))
1
:;VO(VG-(Vz/)xVAD:O

donc .
0-(ViyxVA =0
c’est a dire
VyYyxVA=0 (4.10)
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donc V1) et V A sont paralleles, et de 1'équation (C.22) on conclue que ¥ =
P(A).
On a donc
pvp, =V x Vo
dy

= VAxVH

_

- dA
ol on a utilisé la formule de changement de variable (C.23), et on récrit I’équa-
tion

B,

Ya
Vp = —— 4.11
p Liop p ( )
en posant
dy
bald) = po gy (4.12)
ou encore
Yy _ YA (4.13)
B, Kop

Finalement, on peut écrire ¢4 comme le rapport des flux massique et mag-

nétique :
pvp dS
= —F 4.14
Y47 B, g dS (4.14)

4.3 Loi de Ferraro d’isorotation

En partant de I’équation (4.7) et en utilisant les expressions de la composante
poloidale du champ électrique (4.8), de la vitesse poloidale (4.11) et du champ
poloidal (4.3), on obtient :

Vo=vx B
= vy XBP—I—’UPXBQ
Va g

:'ngBprGXﬂ P
0

= (ve — WB@) x By,
Hop

= (vg — deBe) X (VA X V@)
Hop

= 1 <vg—d)f;Bg> VA

do 1 A

dij T(UGWB9>VA
dp 1 A
da v (U uopBg>
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et on pose

_de

UA) =4

(4.15)

car ¢ = ¢(A).

Une analyse dimensionnelle simple (2 o v8/r) montre que cette quantité
correspond & une vitesse angulaire. Cela correspond a une rotation de type
corps rigide des surfaces magnétiques A = cste. Il est important de noter que
les différentes surfaces ont des vitesses de rotation différentes.

On obtient alors I’expression de la vitesse azimutale :

v=r0+ YA B, (4.16)

Hop

connue sous le nom de loi de Ferraro d’isorotation.
L’expression de la vitesse en fonction du champ magnétique est, compte tenu
des expressions des vitesses poloidale (4.11) et azimutale (4.16) :

_ Ya
v = -2

B+rQ8 (4.17)
fop

Cette expression signifie que ’écoulement se fait en directiondu champ mag-
nétique, auquel s’ajoute une contribution due a la rotation des surfaces magné-
tiques.

La vitesse angulaire du fluide est

7;9 -0+ ;ﬁjp By (4.18)
Le champ électrique est alors
E=-QVA (4.19)
car
E=-V¢= %(i VA

en utilisant les relations (4.6) et (4.15).
Comparons les ordres de grandeurs des deux membres de ’expression de la

vitesse azimutale :

’(/)ABe’ _ ’UPBG

[op By

si la densité pres de 'objet central est grande ou si le champ poloidal est fort,
et alors

< |rQ|

vp ~ T (4.20)

Q correspond donc a la vitesse de rotation angulaire pres de la base de
I’écoulement.
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4.4 Moment angulaire

L’invariance par rotation entraine ’existence d’une constante du mouvement.
Cette derniére est obetenue en projetant I’équation du mouvement (2.28b) sur
laxe 0 :

N o
pO(v-V)v=—(B-V)B
Ho
. 0
pPO(Vxv)xv=—(VxB)x B
Ho
1 N
p(v, - V(rvg)) Vo 6= LT<BP -VF)V§-0
0
ha 1
— B, -V(rvsy) = — B, -VF
P oo (ree) po "
’t/JA Bp . V(T‘Ue) = Bp . V(TBG)
B, - V(riavg) = By, - V(rBy)
Bp . V(N/)A’Ug — ’I“Bg) = 0

ot l'on a utilisé les relations (3.23) et (A.12), en prenant en compte le fait que les
gradients n’ont pas de composante selon 6 (axisymétrie) et que B, - V4 = 0.
On obtient alors une nouvelle intégrale du mouvement :

L(A) =rvg — Va (4.21)

qui correspond au moment angulaire total, c’est a dire a la somme du moment
angulaire du fluide et de celui du champ magnétique. Le moment du champ
peut donc étre transféré au fluide, et inversement, puisque le champ exerce un
moment sur le fluide. Lorsque le champ est fort, prés de la source, le terme
magnétique est dominant, tandis qu’a longue distance, une grande partie du
moment se trouve dans la matiére.

Le moment angulaire peut étre récrit

B,By
’I”Up

L =rvg —rug

et le second terme représente le rapport du moment magnétique sur le flux
massique.
4.5 Constante adiabatique

La loi de Laplace (2.28¢) donne, aprés intégration, une nouvelle constante
du mouvement :

QA) =2 (4.22)

() reste constant pour une méme particule de fluide et est relié a son en-
tropie spécifique. Ainsi, puisqu’une particule suit les surfaces magnétiques, Q
doit étre constant sur une telle surface. Toutefois, ’entropie spécifique dépend
de la surface, d’ou le fait que @ dépende de A.
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4.6 Energie

La projection de I’équation du mouvement (2.28b) dans le plan poloidal est :

2 QB 1 1 1
v<”+¢>+7p—r 9) —(wAV(w)) —TQA*A>VA

2 y=1p Ya ) pop pr?
+ (pv_l o - (Q—WB”>L’—B‘% WA)VA
v—1 ha HopT Hop Pa

(4.23)
Le calcul détaillé est donné dans ’annexe D.1.
La projection de 1’équation précédente dans la direction du champ poloidal
B, donne, compte du fait que B, - VA =0:

1 QO
Bp.v<v2+7p+<bTBg>—o
2 v p

ce qui fournit ’énergie comme nouvel invariant :

1 QO
gA) =2+ Pig g (4.24)

2" T 1) Va
Il s’agit de I’équation de Bernoulli.
Le troisiéme terme correspond a la partie poloidale du vecteur de Poynting.
Pres de 1'objet central, le terme magnétique sera prédominant, tandis qu’a
grande distance le terme d’énergie cinétique devient important.

4.7 Récapitulatif

Les différentes quantités conservées obtenues sont

Ya(A) = uo%ﬁ (4.25a)
O(A) = %’1 (4.25b)
Q(A) = /% (4.25¢)
L(A) = rvg — % (4.254)
£(A) = %UQ + % ’; 0 - qu% By (4.25¢)

et elles permettent de réduire le nombre de variables de sept a deux.
La vitesse s’exprime comme

v=4AB100 (4.26)
top
et on écrit aussi
Yy _ Y4 (4.27)
By pop
Le champ électrique est donné par
E=-QVA (4.28)
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5 Utilisation des quantités conservées

5.1 Nouvelles expressions des quantités

A laide des intégrales du mouvement obtenues, nous pouvons récrire les
équations de la MHD (2.28).

On définit le nombre d’Alven comme le rapport de la force de convection sur
la force de Laplace :

v? 3
M? = L pop=—4 (5.1)
B2 Hop

en utilisant 'expression (4.27) (il s’agit de notre seconde inconnue, avec A).

5.1.1 Masse volumique

Du nombre d’Alven on obtient la masse volumique :

PA
P=r2 (5.2)

en définissant la densité d’Alven par

_ Y
paA = 0 (5.3)

5.1.2 Champ magnétique

En utilisant I'expression (4.26), on peut exprimer la composante azimutale
de B en fonction des intégrales premieres :

TB@
L=rvyg— —
© Ya
B
= (W By + m> el
Ho ha
— <N/JA _ ’I“) + r2Q)
pop  Ya
rM? r
=B —— | +7%Q
? < Ya ZDA)
= By—(M? — 1) +12Q
ha
wA L — T‘2Q
By = ——
o 1- M2
ou encore Ly o2
By 1o (5.4)
en posant
r
G=— 5.5
- (55)
L
2
== 5.6
A 9) (5.6)



ou r4 est le rayon d’Alven.
En utilisant ’expression de la densité d’Alven, on peut récrire By comme :

_ Wap 1" =i (5.7)
T p—paA

By

Si p = pa, alors le dénominateur est nul et By tend vers infini, ce qui est
impossible physiquement, donc le numérateur doit lui aussi tendre zéro :

P=pa=T=Taq (5.8)

On peut alors exprimer le champ B :

1-G?

B=VA — Ly ———
VAxVE ¢A1—M2

Vo (5.9)

5.1.3 Vitesse

On déduit 'expression de la vitesse azimutale & partir du champ magnétique :

1)9:7"52—%2Lw’471_(;2
va r 1—M?2
LM? 1 - G?
== r 1—M?2
L r?Q  M? - M?G?
_r<L_1—M2)
L (G? - M?

ce qui permet d’exprimer la vitesse poloidale :

L G* - M?
=T 1
Vo r 11— M2 (5 0)
et la vitesse (4.26) devient
M2 GZ _ M2
=—VAXVO+L|—-—F |V 5.11
v o X + < T > (5.11)

5.1.4 Pression

La pression (2.28c) devient

2 Y
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5.1.5 Récapitulatif
Les variables écrites en fonction des invariants sont :

p=
poM?

1-G?

M? G? — M?
= VAxVO+L[(—+ )V
v o x V0 + (1—M2) 0

_ LI
p_Q(MoM2>

en notant

2
M?=1A
Hop

L

2 [—p—
TA = Q
2

pa = A = pM?*

Ho

r
G=—
TA

5.2 Equations

(5.13a)
(5.13b)

(5.13c¢)

(5.13d)

(5.14a)
(5.14D)

(5.14¢)

(5.14d)

Les deux équations a résoudre correspondent a la projection de 1’équation
du mouvement (2.28b) dans le plan poloidal, & savoir dans les directions v, et

VA

5.2.1 Projection parallele a I’écoulement

Comme on I’a vu dans la section 4.6, la projection de I’équation du mouve-
ment (4.23) dans la direction de v, donne la loi de Bernoulli (4.25¢). Exprimons
cette derniere équation en fonction des seules inconnues en utilisant les rela-

tions (5.13) :

1 Yy p Q
E=-v*+——"4+®-r—B
2 y—1p YA ’
1/ M? L(G?—M2\.\" v poM? v\
= —VAxVO+——>=)6 A4
2(% - +7‘(1—M2> ) -1 Q(qu2)
Q Ly 1—-G?
[0 -
+ +T'(/1A Y
M4 1,2 2 _ M2 2 2 y—1
I T B
2r29¢% 2r2 \ 1 — M? v—1 o M2
1-G?
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car

V A x 9‘ =|VAlet VAL 6, d’olt notre premiére équation :

5.2.2 Projection perpendiculaire a I’écoulement

M4 . L2 [G2-M2\® w2\t 1-G?

VAP (T o A d+QL —— =

2T21/}124|v | +2T2<1—M2) +’y—1Q(,qu2) R g Ve ¢
(5.15)

L’équation tranverse, c’est a dire I’équation du mouvement du plan poloidal

projetée dans la direction V A est :

9
0z

(

Ua [0 (wa 04, 0 (G4 DA\] 1 [0 (104)
topr | Or \ popr Or 0z \ popr 0z topr [ Or \r Or
:5/_pﬂy_1 Q/_QL/+@Q/_¢ABGL/+373%
v—1 Pa Lo pr Hop Pa
Son expression en fonction des quantités conservées devient :
OAOM? O0AOM?  r2y?
1— M2 A¥ A - 2 _ A o
( ) ar Oor 0z 0z M? £
ot (0 YT WA GRME LG 1-GR
v —1 \ poM? M2 1— M? M2 11— M?
1-G2\° A\ > 0AN?\ v’
2,2 2 (04 2 (04 Ya _
(i) e (5) o (32) ) o

Q

Les calculs sont détaillés dans 'annexe D.2.

104
r 0z

(5.16)

(5.17)

On peut montrer [5] qu’il est possible d’écrire ’équation précédente sous la

forme
v4—v2(02+v2)+02v2 F
P P\"s A s Ap 2
V:iA-VA Ih|VAl= —
v;* n| | 1— M2

ou F est une fonction de r, M, A et des dérivées d’ordre un de A, avec

_ /P
Cs = 4| —
P
B

VA =
VHop

(5.18)

cs étant la vitesse du son et vy la vitesse d’Alven. v4, est la vitesse d’Alven

poloidale et vaut donc B,/ /kop.

Cette équation est de type elliptique ou hyperbolique en fonction du signe

de la quantité

4
(v

27 2 2 2,2 272 2 2,2
Up(cs + UA) + cstp) (Up(cs + UA) - Cstp)
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6 Interprétation

6.1 Surface d’Alven

La surface d’Alven est définie comme les points ou M = 1, c’est a dire
p = pa et de fait r = r4 (ou G = 1) selon les expressions (5.14) et d’apres la
relation (5.8).

De plus, on a forcément F = 1 pour des raisons de régularité.

6.2 L’équation de Bernoulli

On note B le membre de gauche de I’équation de Bernoulli (5.15) :

M4 1 2 M2\* 1-G?
B(G,AM?*) =———_ |[VAP + LQ < (G ) L 1=¢ )
(6.1)

C2r4% G2 2G2 \ 1— M? 1— M2

—1
v v\
0 o
+’Y—1Q<M0M2> -

La différentielle de M? par rapport & r peut s’écrire

M2 9B/or
dr ~ 9B/oM? (62)

Ainsi, lorsque le dénominateur s’annule, le numérateur doit lui aussi étre
nul. Les points ou ces deux dérivées s’annulent sont appelés points critiques.
Des calculs simples donnent

oB  M* 0B, 0B, G(2M? —1) - M* 0%
—— = —| B, B, LQ =0
ace = ¢z ( ozt 86‘2) + 2GI - M2 ac?
OB M2 ) ) M2 (G2 - 1)2 124(’7—1)
en se rappelant que
VAP _ o o
—5 - =Bl+B
Si @Q = 0, alors la seconde équation donne
LY (G2 —1)2\"/?
M? =1+ va ) (6.4)
G? B?+B?
On peut aussi écrire
OB _ LU?’ — vg(cz +v3) + civip
oM? M2 v2 — g,
Ainsi quand B = £, ces minima sont des points de la solution, on a vf, =2
ou 1212] = UJ%, qui correspondent respectivement aux vitesses des ondes magné-

tosoniques lentes et rapides, avec v2 < UJ%.
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7 Simulations

7.1 Adimensionnement

On cherche a adimensionner toutes les variables utilisées. Pour ce faire, on
pose

r=ror

z =719z’

v = vgv’ / (7.1)
B = B,B

p=pop

p = pop

ou 1o, Vg, Bo, po et po sont des quantités de référence.
Ecrivons I’équation du mouvement (2.28b) en faisant les remplacements
(7.1) :

Pbo vy gM \V4 —1 Bg

2 2 2
Povq ToVg r’ HopPovy

PV =- (V'xB')Yx B (1.2)

ce qui donne les relations :

po _GM _ B? _1

2 2 = 2
LoV oYy HopPo?q

d’out
gM
vg =/ —
P (73)
By = vo/1t0po ’
Po = povy
On peut aussi adimensionner les intégrales du mouvement (4.25) :
Vo BO
Va0 = popop- = = = Vliopo
0 o
2
_bPo _ Y%
QO -7 T 41
pO po
Vo gM (7.4)
QO = — = 73
To Ty
Lo = rovog = /GM 1
M
& = ’0(2] = L
To
Le potentiel gravitationnel adimensionné est donc ® = —1/v/72 4+ 2/2. Le

nombre de Mach est naturellement sans dimension.
Dans la suite nous omettrons les primes.
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7.2 Choix des intégrales

On choisit d’utiliser des lignes de champs paraboliques (qui correspondent
bien au propriétés requises pour A), c’est & dire de la forme

,],,a

A(T, Z) = AOW

(7.5)
ou « et b sont deux constantes permettant de choisir I’allure des lignes. Dans le
plan (r, z), ces lignes correspondront & 1’équation

zocr? (7.6)

Comme nous Iavons indiqué (section 4.3), la vitesse angulaire 2(A) corre-
spond a une rotation des lignes de champ magnétiques. Elle est donc reliée aux
sources de ce champ : dans le cas d’une étoile, on peut assimiler cette rotation
a la rotation de 1’étoile sur elle-méme, d’ott 2(A) = este. De plus, si un disque
képlérien est présent, alors la vitesse angulaire varie comme r~3/2 (aprés un
palier constant correspond & 1'étoile) d’ot1?

Q(A) = ,/ﬁ + Q% (7.7)

L’intégrale Q(A) est reliée a Pentropie (section 4.5). S’il n’y a pas de sources
de chaleur, alors I’écoulement est isentropique et () est constante :

Q(A) = Qo (7.8)

Le cas Q = 0 correspond a un écoulement froid.
Le moment angulaire doit étre nul pour A = 0 et croitre a mesure que 1’on
s’éloigne de I’axe. On choisira

L(A) =Ly A (7.9)

2. La puissance 1/« permet d’obtenir la puissance —3/2 en prenant en compte I’expression
A(r, z) définie plus haut. Si cette derniére change, alors I’expression de €2 doit aussi changer.
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Annexes

A Relations vectorielles

Soient f un champ scalaire, U et V des champs vectoriels, alors on a les
relations suivantes :

C19(rV,) 19V, | OV.
vv=< or r o0 | 0z

LA 10 08,
Vf_arr+raae+azz (A.11)

(V-V)V:VV?Q—&—(VXV)XV ( )
V(fV)=fVV4+V.Vf ( )
Vx(fV)=fVXxV+VfxV ( )

VU -V)=U-VV)+UxVxV+(V-VU)+V xVxU  (A.15)
(A.16)

(A.17)

VU xV)=-UVxV +VVxU
Vx(UxV)=UVV —(U-V)V-VVU+ (V-V)U

Soit f(x,y) une fonction. On souhaite effectuer le changement de variable
(z,9) — (u1,u2). Son gradient dans la nouvelle base vaut

0 0
Vf(ul,UQ) = 8T£VUI+8TZVU2 (A18)

En effet, dans la base (z,y), son gradient vaut

_of _ of
Vi) =G et g
et on a alors
OF DL 0w OF oy
oz Y2 = Ou; Ox  Oug Ox

et de méme avec J, f. Par identification, on obtient bien (A.18).

B Dérivée convective
Si on considere le fluide & deux instants ¢ et ¢’ = t + dt et deux positions r
et 7’ successifs, alors son accélération vaut
v(r' ) —v(r,t) = v t") —v(r,t') +v(r,t') —v(r,t)
= (v(r +o(r, t)dt, t +dt) —v(r,t + dt)) + (v(r7 t+dt) —o(r, t))

ov

et on obtient alors ’expression de ’accélération convective

dv v
E—a+(v~V)v
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L’expression de cette dérivée est valable pour tout champ scalaire f ou vec-
toriel U :

df _ of

=3 T @V (B.19)
du oU
o + (v-V)U (B.20)

C Lignes de champ et quantités conservées

Dans toute la suite, A est la fonction de flux.

Une ligne de champ est définie par A = cste. Par définition du gradient, les
lignes de champ sont orthogonales & V A. La projection du gradient selon une
direction b est b -V A. Ainsi, si

b-VA=0 (C.21)

alors A est constant dans la direction b : comme b # 0, on a forcément VA = 0
d’ou A = cste (figure 2).

y4
A = cste

VA

r
FIGURE 2 — Projection du gradient selon un vecteur.

Nous allons montrer maintenant comment montrer qu'une quantité est con-
servée sur une ligne de champ.
Soit K = K (r, z) une quantité telle que

VExVA=0 (C.22)

alors, si on effectue le changement de variable (r,z) — (A4, z), on a

oK oK .

car V z = z. Alors

VK xVA= a—KVA—Fa—Ki x VA
0A z

:8—Ki><VA:O
0z
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or comme Z x V A # 0, on a forcément
oK
=0
0z
ce qui donne apres intégration K = K(A). La formule de changement de variable

eSt d()IlC

On peut arriver a la méme conclusion géométriquement : considérons deux
lignes telles que A = cste sur la premicre et K = cste sur la seconde (figure 3).
Au point d’intersection des deux courbes, la relation (C.22) indique que les gra-
dients des deux quantités sont paralleles, donc que localement les courbes sont
confondues. Mais cette relation doit étre vraie pour tout voisinnage, et par con-
séquence pour tout point. On déduit alors que les deux lignes sont confondues.

z
K = cste A = cste

FIGURE 3 — Relation géométrique montrant qu’une quantité est conservée sur
les lignes de champ.
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D Démonstrations
D.1 Equation du mouvement dans le plan poloidal

En partant de ’équation du mouvement (2.28b) et en utilisant les formules
(3.22) et (A.12),0n a :

1
Ozp(v~V)v+Vp+pV<I>—M—(V><B)><B
0

1)2

1 1
0=V—-—+-V Vo - —((VxB B Vx B B
3 VP Ve ((VxB,) x By +(Vx By) x By)

+ (Vxw,) x v, + (Vxvg) X vg

v? Y P pr! 1
= _ (b il —_ *
0 v(2 + )+V(71p) 771VQ+H0M2(VAA A—i—(rB@)V(ng))

_ r%(% ViV <p1r2 Vw) + (rvg) V(Tve))

v? v op\ P! 1 «
o_v(2+q>+7_lp> - 7_1VQ+MW2(VAA A+ (rBo) V(rBy) )

- %2 <1vwv <p1r2 Wz) + (rve)V(rve))

p
v? Y p prt 1 1 dyp 1
=V(—+a 2) - ~VA A¥A— v (—
0 V<2+ +7—1p> v—va+pv (uo?“2 dAv(m“sz»
Vo
+ ropr? (’/’Bg V(ng)> - V (rvg)
2 -1 1 1 1
0=v(Zto+-LP) 2 o+ - VA(ZA* A,V (Ve
2 y—=1p) ~v-1 top r? pr?
OB B B B2
™ B gy Begg_vabog, A VTN
Ya Ya Hopr Hopta
2 OB 1 1 1
o_v(”+<1>+7pr 9)+VA<2A*A¢AV(2V1/))>
2 Y=1p  ¢a Hop T pr
771 dQ rBgdQ  aBydL B2 d¢A>
- = _QVL4+ 2 = + VA
< y—1dA4 Ya dA  popr dA - poppa dA
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Le terme de pression se simplifie en utilisant la loi de Laplace (2.28¢)? :
1 1
-Vp=-V(Qp")
P P
1

= ;V(Q/ﬂ’1 2)

=VQpy ' +Qp*Vp
P!
v—1
1
=VQp '+ -1 (VQp ' —p7'VQ)

=VQY ' +QV

y—1
= v -2 —vQ
v—1 v—1

d’out

1 -1
,vpzivg,p vVQ
p y—1 p ~v-1

(D.24)

Les termes en vy sont obtenus par les calculs suivants en utilisant les expres-
sions de la vitesse radiale (4.18) et du moment angulaire (4.21) :

B
6 V(rBy) — % V(rvg)
fopr r
B B
= 20 (rBy) — <Q+ Ya Be) v <L+ “’)
popr popr a
~ B Gupy—avr—qv B _vaBig waBogrBy
Hopr Ya  popr popr  tha
By < rQ) By rBy >
= V(rBy) —QVL— |V ——VQ
popr (r5o) a a
1 a By aByg < 1 1 )
- VL- — V(rBy) + (rBy) V
Hopr popr \¥a (rBs) + (rBs) a
B OB B
= 20 By —QVL -V TP g
popr ha tha
B B B? 1
vaBo G p B Gip,y_ PaBig L
Hopr Hopr Hop  Ya
T‘QBg dL TBQ IZJABQ Bg
_ o B Y v o VI+ v
Ya dA  a Hopr HopY A Va

soit finalement :

2 OB 1 1 1
v<1’2+¢>+7p—r ") = (mv(vw) —TQA*A)VA

vy=1p tda )  pop pr?
+(p71 /_%Q/_<Q_wABG>L'_ng;\)VA
v—1 Pa HopT Hop ha

(D.25)
en adoptant la convention dK/dA = K'.

3. Comme on effectue le calcul sur une ligne A = cste, @ est constant et on aurait pu
intégrer directement (V Q = 0). Toutefois le résultat obtenu sera utilisé par la suite
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D.2 Projection de I’équation du mouvement selon le gradient

La projection de I’équation du mouvement dans le plan poloidal (4.23) dans
la direction de V A donne :

2
V<2 +<I)+7p—rQBe>:1<1ZJAV<12V¢>—:2A*A>VA

—1p  ¥Ya Hop pr
+ (p'y—l / TBO Q/ wABG L/ _ 373 1/}14) VA
y—1 a4 HopT Hop Pa

i AV LV”(/} fiA*A VA
fop pr r?

v—1 2
— (5/ _ p Q/ _ Q L/ TBB Q/ ¢ABG L/ + & /(/)A> VA
y—1 A Hopr top Ya

i (¢AV( L 2VA> 12A*A>VA
Hop HopT r

y—1 2
(6/pQ/QL/+%Q/wABoL/+B wA)vA

v—1 Pa HopT Hop Ya

soit, en utilisant les relations (3.18), sous forme explicite :

Ua [0 (64 0AY, 0 (4a 04\] 1 [0 (104), 0 (104
topr | Or \ popr Or 0z \ popr 0z topr [ Or \r Or dz \r 0z
:gl_pﬂy Q QL’+TBQQ’—¢ABGL’+B—‘§%

Y- Ya Hopr top Ya

(D.26)
en ayant utilisé 'expression de 1’énergie (4.25¢) :

> =VE=EVA
et en écrivant :
1 _ 1 dT/)A
V(va>—V( 2 a4 VA)

:v< 5 VA>
fopT

Cherchons maintenant & exprimer 1’équation (D.26) en fonctions des invari-
ants (5.13) : appelons respectivement M; et My les membres de gauche et droite.
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Les dérivées selon r du premier terme de M; s’écrivent :

WA a(m M)_M28<M23A>

popr r \ popr Or )~ ripa Or \ripa Or

A M0 (1oAY 1040 (M
s [ Ya Or \r Or r Or Or \ ¥a

MR [MPr O (104Y 104 (M7 01
Cr%a | Ya Or \ror ta Or \ Or A0r 4
_ M 'M2 0 (104  0ADM> | ,ia 0400
22 or \r or or Or ¢,24 or Or
M2, 0 <1aA> 0AOM?
=5 (Mo (oo ) 5
r24 or \r or ar Or 87“

et on a exactement le méme résultat avec les dérivées selon z :

M? 24 0AOM? A\ o
[y 2a 0aom® L 0aV

r24 922 9z 02 0z ) a

Le second terme est quant a lui :

wopr | Or \r or r 022 r29% r Or 022 292

Leur somme vaut alors
M?
2,1,2

25

My =

o or 9z 02 oa

OAOM>  OADM? . o (0A SEVA
or ) a

((M —)A*A+ S

Calculons maintenant M :

_ 8/ ’)’ Q -0 L/ TBB Q/ _ wABe L/ + 20 B2 wA

Y- L/JA popr Hop Pa
ot 1 wA ’ r LwA 1-G? /
=¢ v =1\ poM? Q QL+ ¢A r1—M?2 &

UM Lga 1-GPY ML (1-GP A
riha r 1— M2 i r? 1-M2) 94

e L (v ”‘1Q,_ g LMP1-c*\
v —1 \ poM? r2 11— M?

I S I 5 (1—G2>21/;j4
1— M2 r2 1— M2 Pa
1 wQ v—1 G2 — M2
251_7 A /_7LL/
—1<u0M2) @ 1— M2

LG 1-G? g’+M2L2 1-G? 2%
r2 1—-M2? Q r2 1— M? 4

en ayant transformé certains termes :

35

2 2 2 2
! {3<1@4>+1M]:MW<15’A>+M} _ M g
T

9A\ 2
2 PR—
M <a>

Vi

Ya

)



— Terme en L :

21— M2

LM? 1-G? 1 G? - M?
Q- T = Lr
( 72 1—M2)

grace au méme calcul qui a donné I’équation (5.10).

— Terme en ' :
1-G* |, L[*G* 1-G*

1—M2" 2 1-M2Q

L

en utilisant les expressions (5.14).
Egalisons maintenant les deux membres M; et Mo :

0= DM + M,
M2 o ny q  OAOM2 9AOM® L, (OANT W, L, (A
0—%<<1‘M)A Ao T as M (a) o tM <a
+g/_i Vi o '_iMLL/
v —1 \ poM? r2 1 — M?

L2G2 1-G2 O M2L* (1-G*\* ¢,
2 1—M25Jr r2 (1—M2> ha
OAOM? 0AOM® 1A
or Or 0z 0z M2
,LLOT2 < 124 )7 /_ﬁ GZ*MQ LL/_LZG%/}i I*GQ &/
M2 1—-M? M2 1-M?2 Q

v
s (1-G2\° 26A>2 , (0AN?) ¥,
+<L ¢A<1_M2> +M (37“ + M (62) o

O0AOM? OAOM? r%y?

1—-M?)A*¥A - — — = 4 gf

( ) or Or 0z 0z + M2 £
MOTQ wi ! ’ ﬁ G? — M? LI L2G2"/J124 1-G? g/
v =1\ puoM? M2 1—- M2 M2 1-M2 Q

s (1-G2Y° , [(0A\° o (0AN?) vy

soit

(D.27)
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